
2022.06.06. 

Mixtape Chapter8 – Panel Data 

 

 

(8.2.2.) Fixed effects (supplement) 

�̂�, 𝑢�̂� (𝑖 = 1,2,… , 𝑁)の導出 

以下の回帰式を考える。 

𝑌𝑖𝑡 = 𝐷𝑖𝑡𝛿 + 𝑢𝑖 + 휀𝑖𝑡    ∀𝑡 ∈ ℤ,∈ [1, 𝑇]  (𝐷𝑖𝑡 = (𝐷𝑖𝑡1,𝐷𝑖𝑡2 ,… , 𝐷𝑖𝑡𝑘)1×𝑘,   𝛿 = (𝛿1 , 𝛿2 , … , 𝛿𝑘)
𝑡 ) 

(�̂�,𝑢1̂ ,… 𝑢�̂�) = arg min
𝛽,𝑚1,…𝑚𝑁

∑∑(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡𝛽 −𝑚𝑖)
2

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

 

 

!) 解きたい最小化問題は次の通り。 

min∑∑(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡𝛽 −𝑚𝑖)
2

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

 

FOCs : 

{
 
 

 
 𝜕

𝜕𝑚𝑖
|𝛽=�̂�,   𝑚𝑖=𝑢�̂�

∑∑(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡𝛽 −𝑚𝑖)
2

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 … (i)

𝜕

𝜕𝛽𝑗
|𝛽=�̂�,   𝑚𝑖=𝑢�̂�

∑∑(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡𝛽 −𝑚𝑖)
2

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0     (∀𝑗 ∈ ℤ, [1,𝑘])  … (ii)

 

(i)…
𝜕

𝜕𝑚𝑖
|𝛽=�̂�,   𝑚𝑖=𝑢�̂�

∑∑(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡𝛽 −𝑚𝑖)
2

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

 

                                                =∑((−2) ∗ (𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

= 0    ∴ ∑(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�)

𝑇

𝑡=1

= 0 

(ii)…
𝜕

𝜕𝛽𝑗
|𝛽=�̂�,   𝑚𝑖=𝑢�̂�

∑∑(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡𝛽 −𝑚𝑖)
2

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

 

                =
𝜕

𝜕𝛽𝑗
|𝛽=�̂�,   𝑚𝑖=𝑢�̂�

∑∑(𝑌𝑖𝑡 −∑𝐷𝑖𝑡𝑗𝛽𝑗

𝑘

𝑗=1

−𝑚𝑖)

2
𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

 

                                    =∑∑((2𝐷𝑖𝑡𝑗)(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0   (∀𝑗 ∈ ℤ, [1,𝑘])   

∴∑∑((𝐷𝑖𝑡𝑗)(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0   (∀𝑗 ∈ ℤ, [1, 𝑘]) 

∑∑( (𝐷𝑖𝑡1,𝐷𝑖𝑡2 ,… , 𝐷𝑖𝑡𝑘)
𝑡

(𝑌𝑖𝑡− 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 



∑∑( 𝐷𝑖𝑡
𝑡

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 

これゆえ、一階条件は以下の様に書き表される: 

{
 
 

 
 ∑(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�)

𝑇

𝑡=1

= 0

∑∑( 𝐷𝑖𝑡
𝑡

(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0

 

∴ 𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 ;…  

{
 
 

 
 𝑢�̂� =

1

𝑇
∗∑(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂�)

𝑇

𝑡=1

= 𝑌�̅� −𝐷�̅��̂�      (𝑌�̅� ≡
1

𝑇
∗∑𝑌𝑖𝑡

𝑇

𝑡=1

;  𝐷�̅� ≡
1

𝑇
∗∑𝐷𝑖𝑡

𝑇

𝑡=1

)

∑∑( 𝐷𝑖𝑡
𝑡

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0

… (∗) 

ここで、 

∑∑( 𝐷�̅�
𝑡
(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 

であることを示す。（☆あとでコレ↑を使います。） 

𝐷�̅� ≡
1

𝑇
∗∑𝐷𝑖𝑡

𝑇

𝑡=1

 

であり、これより 

𝐷�̅�
𝑡 ≡

1

𝑇
∗∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡

𝑇

𝑡=1

 

が成立（※脚注参照。）1 これを用いて、 

 

1  

𝐷�̅�
𝑡 ≡ (

1

𝑇
∗∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑇

𝑡=1
)

𝑡

= (
1

𝑇
∗∑ (𝐷𝑖𝑡1    𝐷𝑖𝑡2    …   𝐷𝑖𝑡𝑘)1×𝑘

𝑇

𝑡=1
)

𝑡

 

= (
1

𝑇
∑ 𝐷𝑖𝑡1

𝑇

𝑡=1

1

𝑇
∑ 𝐷𝑖𝑡2

𝑇

𝑡=1
   …

1

𝑇
∑ 𝐷𝑖𝑡𝑘

𝑇

𝑡=1
)

𝑡

 

他方、 

1

𝑇
∗∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡
𝑇

𝑡=1
=
1

𝑇
∗∑ (𝐷𝑖𝑡1    𝐷𝑖𝑡2    …   𝐷𝑖𝑡𝑘)1×𝑘

𝑡
𝑇

𝑡=1
 

= (
1

𝑇
∑ 𝐷𝑖𝑡1

𝑇

𝑡=1

1

𝑇
∑ 𝐷𝑖𝑡2

𝑇

𝑡=1
   …

1

𝑇
∑ 𝐷𝑖𝑡𝑘

𝑇

𝑡=1
)

𝑡

 

依って、 

𝐷�̅�
𝑡 ≡

1

𝑇
∗∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡
𝑇

𝑡=1
 



∑∑( 𝐷�̅�
𝑡
(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

=∑∑(
1

𝑇
∗∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡

𝑇

𝑡=1

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

 

=∑∑
1

𝑇
∗ (∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡

𝑇

𝑡=1

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

… (+) 

ここで、∑ 𝐷𝑖𝑡
𝑡𝑇

𝑡=1 ∗ (𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�)は𝑡 に依らないことから、 

(+) = ∑
1

𝑇
∗∑(∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡

𝑇

𝑡=1

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

=∑
1

𝑇
∗ 𝑇 ∗∑ 𝐷𝑖𝑡

𝑡

𝑇

𝑡=1

(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�)

𝑁

𝑖=1

 

=∑∑ 𝐷𝑖𝑡
𝑡

𝑇

𝑡=1

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�)

𝑁

𝑖=1

= 0     (∵ (∗) の第二式に依る) 

よって、 

∑∑( 𝐷�̅�
𝑡
(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0  … (∗∗) 

が示された。 

今、(*)を書き直すと、 

𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2,… , 𝑁

{
 
 

 
 𝑢�̂� =

1

𝑇
∗∑(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂�)

𝑇

𝑡=1

= 𝑌�̅� −𝐷�̅��̂�     (𝑌�̅� =
1

𝑇
∗∑𝑌𝑖𝑡

𝑇

𝑡=1

; 𝐷�̅� =
1

𝑇
∗∑𝐷𝑖𝑡

𝑇

𝑡=1

)

∑∑( 𝐷𝑖𝑡
𝑡

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − (𝑌�̅� −𝐷�̅��̂�)))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0… (iii)

 

(iii) ⇔∑∑( 𝐷𝑖𝑡
𝑡

(𝑌𝑖𝑡− 𝑌�̅� −𝐷𝑖𝑡�̂� + 𝐷�̅��̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 

⇔∑∑( 𝐷�̅�
𝑡
(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

− 0 = 0 − 0 

⇔∑∑( 𝐷𝑖𝑡
𝑡

(𝑌𝑖𝑡− 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

−∑∑( 𝐷�̅�
𝑡
(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0   (∵ (∗∗)) 

⇔∑∑(( 𝐷𝑖𝑡
𝑡 − 𝐷�̅�

𝑡 )(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

=∑∑( (𝐷𝑖𝑡 −𝐷�̅�)
𝑡

(𝑌𝑖𝑡 −𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝑢�̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 

⇔∑∑( (𝐷𝑖𝑡 − 𝐷�̅�)
𝑡

(𝑌𝑖𝑡 − 𝐷𝑖𝑡�̂� − (𝑌�̅� −𝐷�̅��̂�)))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 

⇔∑(∑( (𝐷𝑖𝑡 − 𝐷�̅�)
𝑡 (𝑌𝑖𝑡 − 𝑌�̅�))

𝑇

𝑡=1

−∑( (𝐷𝑖𝑡− 𝐷�̅�)
𝑡

(𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝐷�̅��̂�))

𝑇

𝑡=1

)

𝑁

𝑖=1

 

=∑∑( (𝐷𝑖𝑡 −𝐷�̅�)
𝑡 (𝑌𝑖𝑡− 𝑌�̅�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

−∑∑( (𝐷𝑖𝑡 −𝐷�̅�)
𝑡

(𝐷𝑖𝑡�̂� − 𝐷�̅��̂�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

= 0 



∴∑∑( (𝐷𝑖𝑡 −𝐷�̅�)
𝑡 (𝑌𝑖𝑡 − 𝑌�̅�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

=∑∑( (𝐷𝑖𝑡− 𝐷�̅�)
𝑡 (𝐷𝑖𝑡 −𝐷�̅�))

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

∗ �̂� 

ここで、𝐷𝑖𝑡̈ ≡ 𝐷𝑖𝑡 −𝐷�̅�, 𝑌𝑖𝑡̈ ≡ 𝑌𝑖𝑡 − 𝑌�̅� と置くと、（※Mixed Tape の表記は恐らく誤植です。） 

∑∑( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝑌𝑖𝑡̈ )

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

=∑∑( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝐷𝑖𝑡̈ )

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

∗ �̂� 

∑ ∑ ( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝐷𝑖𝑡̈ )

𝑇
𝑡=1

𝑁
𝑖=1 は行列であることに注意して、 

�̂� = (∑∑( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝐷𝑖𝑡̈ )

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

)

−1

(∑∑( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝑌𝑖𝑡̈ )

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

) 

以上をまとめると、 

{
 

 
𝑢�̂� = 𝑌�̅� − 𝐷�̅��̂�

�̂� = (∑∑( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝐷𝑖𝑡̈ )

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

)

−1

(∑∑( 𝐷𝑖𝑡̈
𝑡 𝑌𝑖𝑡̈ )

𝑇

𝑡=1

𝑁

𝑖=1

)
 

が本回帰式において求める推定値となる。■ 


